Capitulo 8

Resonancia serie y paralelo

INTRODUCCION

‘Un circuito estd, o entra, en resonancia cuando la tensidon aplicada y la intensidad de corriente
que circula estan en fase. En resonancia, pues, la impedancia compleja del circuite se reduce exclusi-
vamente a una resistencia pura R.

Como V ¢ I estin en fase, el factor de potencia de un circuito resonante es la unidad.

RESONANCIA DE UN CIRCUITO SERIE RLC

La impedancia compleja del circuito serie de la-Fig. 8-1 . T I
es Z = R + jlwL — 1/wC) = R + jX. Dicho circuito entra i M;;W. ol
~i/uC

en resonancia cuando X = 0, es decir, cuando wl = l/wC o
bien @ = 1/./LC = w, Ahora bien, w = 2xf, con lo que
la frecuencia de resonancia viene dada por
Fig. 8-1

f, = 1 Hz (o c.ps.)

2=y LC

En la Fig. 8-2(a) se representa el valor de Z y el de sus tres componentes R, XL ¥ X en funcion de

la pulsacién . Para @ = w,, las reactancias inductiva y capacitiva son iguales, y como |Z| = \/R* + X?
se deduce que Z = K. Es decir, la impedancia de un circuito serie en resonancia es minima. En conse-
cuencia, la intensidad de corriente, I = V/Z, es maxima en dichas condiciones.
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Fig. 8-2. Circuito serie: Valores de Z, ¢ e Y en funcién de w

Para frecuencias inferiores a la correspondiente a w, la reactancia capacitiva es mayor que la in-
ductiva, con lo que el 4ngulo de la impedancia es negativo. Si la resistencia es pequeiia, la variacion del
angulo con la pulsacién es mucho més rdpida, como indica la Fig. 8-2(b). Cuando w tiende hacia cero,
el dngulo de Z se aproxima a —90°.
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Para frecuencias superiores a la correspondiente 2 wg, la reactancia inductiva es mayor que la ca-
pacitiva, con lo que el dnguio de Z es positivo, aproximandose a +90° cuando @ » @,-

En la Fig. 8-2(c) se representa la admitancia del circuito serie Y = 1/Z en funcién de w. Como
I = VY, este diagrama muestra, asimismo, la variacion de la intensidad de corriente con w. Puede ob-
servarse que para la pulsacién wq la corriente es maxima y que en resistencias pequedtas la intensidad de
corriente es mayor. La curva de puntos representa el caso limite en que R = 0. No se representa el an-
gulo de la admitancia, ya que es el opuesto {igual y de signo contrario} del dngulo de la impedancia que
muestra ta Figura 8-2(b). '

RESONANCIA DE UN CIRCUITO PARALELO RLC

El circuito paralelo de la Fig. 8-3 es un circuito ideal ¢ ' |
formado por tres ramas con clementos stmples R, Ly C. . _L
Sin embargo, el andlisis de este circuiio presenta un ¢norme Y G —iB, iBc
interés en el estudio general de la resonancia. Este circuito T
paralelo ideal se puede reducir al circuito serie que acaba- -

mos de ver sin més que establecer la dualidad completa
existente entre ambos. Fig. 8-3 |

La admitancia compleja del circuito paralelo de la Fig. 83esY = G + jlwC — ljwL) = G + JB,
siendo B = B, — By, B = wC y B, = ljwL. Dicho circuito entra en resonancia cuando B = 0, ¢s
decir, cuando wC = 1jwL o bien 0 = 1/ /LC = w,. Al igual que en el circuito seric RLC, la frecuen-
cia de resonancia viene dada por

f, = —~—i-—~ Hz (o c.p.s.)

2w/ LC

En la Fig. 8-4(a) se representa el valor de Y y el de sus tres componentes G, By B en funcion de .
Para w = g, las susceptancias inductiva y capacitiva son iguales, conloque Y = G. Es decir, la admi-
tancia de un circuito paralelo en resonancia es minima. En consecuencia, la intensidad de corriente,
I = VY, también es minima en estas condiciones. '
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Fig. 8-4. Circuito paralelo: Valores de ¥. Z y 0 en funcién de w

Para frecuencias inferiores a la correspondiente a o, la susceplancia inductiva ¢s mayor que ia ca-
pacitiva, con lo que el angulo de Y es negativo. En este caso, el dngulo de la impedancia es positivo ¥
se aproxima a +90° cuando w tiende a cero [véase Figura 8-4(c)].

Para frecuencias superiores a la correspondiente a wq el angulo de Z es negativo y su variacion
con « es mas rapida para resistencias elevadas.
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RESONANCIA DE UN CIRCUITO PARALELO DE.DOS RAMAS

La admitancia Y del circuito paralelo de dos ramas de la Figu-

ra 8-5 es la suma de las admitancias individuales de cada una de ellas, Ry R,
1 1 ) Y
Y = Y. 4 Y = _ + - : !
- ¢ RL‘*‘?XL RC“_,?XC L TC
_ B . Re + Xe X
R} +X: RI+XE RL+X: R4+ X} Fig. 8-5

El circuito entra en resonancia cuando la admitancia compleja sea un nimero real. Es decir, Xo/(RZ +

X3) = XJ/(RE+ XP) y
;;%(Riﬁu L) = LRE+ 1ulCY) (1)

Para conseguir la resonancia se puede actuar sobre cualquiera de las cinco magnitudes que aparecen en (/).
Despejando @, de la Ecuacion (/) resulta,

- 1 [l @)
’ VICN RE=L/C

Por tanto, la pulsacién w, de un circuito resonante paralelo de dos ramas difiere de la correspondiente

2 —
al circuito simple formado por los tres elementos R, L y C en paralelo en el factor H .
\’ 2

La frecuencia es un numero real y positivo; por consiguiente, el circuito tendra una frecuencia
de resonancia correspondiente a w, para Rf > L/Cy R > L/Cobien R} < L/Cy R < L/C. Cuan-
do R = RZ = L/Celcircuito entra en resonancia a todas las frecuencias. En el Probiema 8-12 se aclara

este importante caso especial.
Despejando L de la Ecuacién () resulta,

L = g,c[(Rg +X2) = \J(RE + X5 —4R§X§]

o bien como Zc = \[RE+ XE,

L = iC [_zg + 7 - 4R§X§] ()
Ahora bien, si en esta Ecuacién (3) ZE > 4R7XZ, se obtienen dos valores de L para los que et circuito
entra en resonancia. St Z§ = 4RI X% el circuito entrard en resonancia para L = $CZZ. Si Z¢ < 4R} X?

no existe valor alguno de L para el cual se presente la resonancia del circuito dado.
Despejando C en ia Ecuacion (/) resulta,

¢ = 2L[ L _} %)
|ZE = NZI-4R. X,

En este caso, si Z§ > 4R2X}? habra dos valores de C para los que el circuito entra en resonancia.
Despejando Rp en la Ecuacién {/) resulta,

B, = NLCR:— oL+ L/C (5)

in

y si despejamos R . Re = NRIWLC) - 1/u2C + LIC : {6)

Si e] subradical de (5}, o de (6), es positivo, existe un solo valor de R;, o de R, para el cual el circui-
to entra en resonancia. :

FACTOR DE CALIDAD ¢
El factor de calidad de una bobina, de un condensador, o de un circuito en general se define por

energia maxima almacenada

Q =2n energia disipada por periodo
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En los circuitos de la Fig. 8-6 y 8-7, la energia disipada 1
por periodo es el producto de ka potencia media disipada en la WA
resistencia R{ImJﬁ)z multiplicada por el periodo T o 1/f. R jok

En el circuito serie RL de la Fig. 8-6 la energia mdxima
almacenada es 3L12,,. Por tanto,

Q o %Lfﬁm N 2afL, _ ﬁ Fig. 8-6 4
(A /2)R(L/) R R N rlT
En el circuito serie RC de la Fig. 8-7 la energia maxima Nw I_‘
almacenada es CV2,, o bien 32, /w’C. Por consiguiente, 1’-‘"?
$lhae f?C 1

En un circuito serie RLC en resonancia la energia almacenada es constante. Teniendo en cuenta
que cuando la tensidn en el condensador es maxima la intensidad de corriente por la bobina es nula,
y viceversa, $CV2,, = $L1%,,. Es decir,

0 wpls 1
* © R~ oCR

La representacion grafica de la intensidad de corriente en un circuito serie RLC en funcion de la
pulsacion, o de la frecuencia, es andloga a la correspondiente de la admitancia de la Fig. 8-2(c). En la
Fig. 8-8 se representa la intensidad que circula por un circuito RLC en funcién de @ o bien mediante
un cambio de escala apropiado, en funcién de f. En ¢l valor w, la intensidad de corriente 1, es méxima.
Se han sefialado los puntos en los que la intensidad toma el valor 0,707 del maximo. Las pulsaciones
correspondientes son w, y ;. :
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Fig. 8-8

Como la potencia consumida por el circuito es RI?, para I = 0,707], la potencia es la mitad de
la que corresponde al valor maximo gue tiene lugar en w,. Los puntos asociados a @, vy w, se llaman
puntos de potencia mitad. La distancia entre ambos puntos s¢ mide en hertzios o ciclos por segundo
{c.p.s.) ¥ se llama ancho de banda AB3.

En estas condicicnes, podremos expresar el factor de calidad por la relacion entre la frecuencia
de resonancia y el ancho de banda; es decir {véase Problema 8-13),

_ “o _ fo - fo
Qo - w, = @, - fo—f1 AR

La pulsacién de resonancia w, es la media geometrica de @, ¥ @, (véase Problema 8-6):

o = Vou, vy fo=VHhE,
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En resonancia, las tres ramas del circuito paralelo de
la Fig. 8-9 almacenan una energia constante. Teniendo en
cuenta que cuando la intensidad de corriente por la bobina R fuL 1/§0C e
es maxima la tension en el condensador es nula, y viceversa,
podremos escribir $L12,, = $CV2, . Es decir, _

R Fig. 8-9
Qo = ;"'E = waCR

1]

LUGARES GEOMETRICOS DE IMPEDANCIAS

El estudio de los circuitos que tienen un elemento variable se simplifica mucho mediante el anali-
sis de los lugares geométricos de impedancias. Como I = VY y, normalmente, V es constante, el lugar
geométrico de Y proporciona la variacion de la intensidad I con el elemento variable del circuito.

El circuito serie de la Fig. 8-10{a) tiene una resistencia fija y una reactancia variable que podemos
suponer toma valores cualesquiera, positivos o negativos. Si consideramos el plano Z con los ejes car-
tesianos R y X, el lugar geomeétrico de la impedancia Z, para el circuito dado, es una recta paralela al
¢je X que corta al eje R en R;, como indica la Figura 8-10(5).

z B A AUTNLO de X
1
R g i Lugarde Z
1
R
R,
:'X{J'
e aumento de Xy
{a) {b)} Plano Z {¢) Plano Y
Fig. 8-10

En el plano Y, formade por los ejes cartesianos G y B, podemos determinar el lugar geométrico
de la admitancia, .

Como Z = 1/Y
. _ 1
Racionalizando ¢ igualando las partes reales de (/),
G

B = I

‘ G+ B
2
o bien ' G* - G/By + B2 = 0 )

Sumando 1/4R? a ambos miembros de (2) y simplificando resulta,

(¢-2m) + & = (em) L@

Esta Ecuacidn (3) representa una circlinferencia, ¢s decir, el lugar geométrico de Y es una circunferen-
cia con centro ¢l punto (1/2R,, 0) y radio 1/2R,. [Véase Figura 8-10(c).]
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A cada punto del lugar geométrico de Z le corresponde un punto del lugar geomeétrico de Y. Los
puntos del lugar de Z por encima del eje R se corresponden con los puntos de la semicircunferencia por
debajo del eje G en el plano Y. Al punto + oo del lugar de Z le corresponde el origen del plano Y. Andlo-
gamente, los puntos del lugar geométrico de Z por debajo del eje R se corresponden con los puntos de
la semicircunferencia por encima del ¢je G en el plano Y. Al punto —co del lugar de Z le corresponde
el origen en ¢l plano Y. Conviene observar las posiciones relativas de Z; e Y,. Las distancias de Z, ¢ Y,
a los origenes respectivos son distintas, mientras que los dngulos que forman con el eje horizontal son
iguales y de signo contrario.

En el caso de una reactancia inductiva fija y una resistencia variable, como indica la Fig. 8-11(a),
el lugar geométrico de Z es una semirrecta horizontal situada en el primer cuadrante del plano Z a una
distancia X = X, del origen. Por el mismo procedimiento que antes se obtiene la ecuacidn del lugar
geométrico de Y: ' '

G+ (B+12XL )} = (1/2X.)° (4)

El tugar geométrico de Y es, pues, una circunferencia de centro (0, - 1/2X;,) y radio 1/2X,, en ¢l pla-
no Y. [Véase Fig. 8-11(c).] Sin embargo, como el lugar geométrico de Z, en la Fig. 8-11(b), es una se-
mirrecta del primer cuadrante del plano Z el transformado del Jugar geométrico de Z, para este circuito,
es unicamente la semicircunferencia del cuarto cuadrante del plano Y.

X ~ ¢
/f .
/'/ Lugar de ¥
E /
Lugar de Z ? f
xLl o/ - ! =
A R | —1/2X, - 2
L - 1 [
IV - Y E
"ff//’// \\ <
i X s
J .I..II Jr//// R \\
.“\""-.
~B
{a) (b) Plano Z : {c) Plano ¥
Fig. 8-11

En el caso de una reactancia capacitiva fija en serie con una resistencia variable, como indica la
Fig. 8-12{a), el lugar geométrico de Z es una semirrecta horizontal situada en el cuarto cuadrante del
plano Z a una distancia X = X, del origen. [Véase Fig. 8-12(b).] Por.el mismo procedimiento que
antes se obtiene la ecvactén del lugar geométrico de Y: :

G* + (B-1/2Xc): = (1/2Xc,) . (5)

El lugar geométrico de Y es, pues, una semicircunferencia de centro {0, 1/2X¢,}y radio 1/2X,,,
situada en el primer cuadrante del plano Y. [Véase Figura 8-12(c).]

X

= -

AN

"\\;\:\,

o —1Xc, Vg N S
\ \ ~ \\ :
‘ A \ e
...XC G
t Lugar de Z
{a} (&) Plano Z {e} Plano Y

Fig, §-12
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LUGARES GEOMETRICOS DE INTENSIDADES DE CORRIENTE

_ Consideremos el circuito paralelo de la Fig. 8-13(a) con una rama constituida por la resistencia R,
y reactancia jX; fijas, y una resistencia R, fija y reactancia —jX, variable en la otra. La admitancia total
de las dos ramas en paralelo es

Yr = Y + ¥

Sumando el lugar de Y, de la segunda rama al punto fijo Y, se obtiene el lugar de Yy, como muestra
la Figura 8-13(b).

@ ® B

i .
" mEpn mE[ wigar de ¥,

. —jX
L c Y,

(2} (%) (¢
Fig. 8-13

La intensidad de corriente viene dada por I = VY y, en la Fig. 8-13{c), puede observarse cémo
al sumar la intensidad fija I, a la corriente variable I, se obtiene el lugar geométrico de 1a intensidad
total. Este diagrama muestra que existen dos valores de C para los cuales la intensidad de corriente total
estd en fase con la tension V.

Examinando la Fig. 8-13(c) se desprende como se puede dar el caso de que no exista ningan valor
de C para ¢l que el circuito entre en resonancia. Si el radio, 1/2R,, de la semicircunferencia del tugar es
tal que la curva no corta al eje V, no existird ningin valor de C que produzca resonancia, En los pro-
blemas que siguen veremos mds aplicaciones de estos diagramas de lugares geometricos.

Problemas resueltos

81 En un circuito serie RLC, R = 10 ohmios, L = 5 milihenrios y C = 12,5 microfaradios. Deducir
la variacidn del modulo y del argumento de la impedancia del circuito en funcién de @ en el in-
tervalo 0,8w, a 1,2w,.

En resonancia,

VLG = 1B X 109125 X 10-9) = 4000 rad/s

£
|

&
I

X, = wl = 4000(5xX10-% = 20 Q
Xe = UwC = 1/(4000X 125 X 10-5) = 20 Q
Entonces, Z, = R+ j(XLD - XCO) = 10 + j(20 —20) = 10/0°
Ahora bien, X, = oL y X¢'= 1jwC, con lo que XX, = wjoy ¥ X/ X, = we/w. Por consiguiente, po-

dremos calcular los valores de X, X y Z para otras frecuencias.
En la Fig. 8-14(a) se da una tabla de reactancias ¢ impedancias, y en la Fig. 8-14(b) se encuentra el diagrama

pedido.
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]
w XL XC Z Z + 40°

. 8

3200 | 16 | 25 10-79 | 13,4/—42° fofimics) ; 1 300

3600 | 18 | 22,2 | 10~ 742 10,8/-22,8° i Loo

- 13t 4

4000 | 20 | 20 10 10/0° 124 4 —200
11+

4400 | 22 | 182 | 10+ 373.8] 10,7/20,8° wl + —a0°

i 12,4/36,2° ' ; (I 4
4800 | 24 | 167 | 10+713 ' 2 3200 3600 4000 4400 4R0D W Irads)
{a} : (B)

Fig. 8-14

82 Al circuito serie del Problema 8-1 se le aplica una tensidén V = 100/0° voitios. Hallar la caida de
tensién en cada elemento para w = 3600, 4000 y 4400 radianes por segundo. Trazar los diagramas
fasoriales de tensién para cada una de las frecuencias.

Para @ = 3600 rad/s, I = V/Z = {100/0° }/{10,8/-22,8° ) = 9,26/22,8" . Entoncss,
Ve = 9,26/22,8° (10) = 92,6/22,8°, V, = 9,26/22.8" (13/90°} = 167/112,8°,

Vo = 206/—067,2°

Para @ = 4000 rad/s, I = (100/0° )/(10/0° ) = 10/0° . Entonces,

Vg = 100/0°, ¥, = 10/0° {20/90° ) = 200/90°, V. = 200/ —90°
Para @ = 4400 radfs, 1 = {100{9: )/(10,7/20,8° } = 9,34,!—20 B°. Entoncés,
Ve = 9,34/-20,8° (10) = 93,4/—208°, V, = 9,34/—20,8" (22/90" } = 206/69.2° ,

V. = 170/-110,8°

En la Fig. 8-15 se representan los tres diagramas fasoriales de tensidn. Obsérvese que el médulo de la ten-
sién en cada elemento reactivo de un circuito serie préximo a la resonancia puede ser muchas veces superior
al de [a tensién aplicada.

ol
//
un -
Ya
100 ——— ¥ = 100/0°
= 100/0° ¥ = 10007 -
Vo || ¥u
200 200
L}
{a) o= 3600 (6) w=4000 () w= 4400
Fig. 8-15

83 La frecuencia de la tensién aplicada a un circuito serie de R = 5 ohmios, L = 20 milihenrios y
una capacidad variable C es £ = 1000 hertzios. Hallar el valor de C para la resonancia serie.

En resonancia, las reactancias inductiva y capacitiva son iguales, 2nfL = 1/2nfC. Por tanto,

c = L = 1 = AQF
T L{Zaf)? {20 % 10-3)(2r X 1000)2
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B-4 A un circuito serie de R = 5 ohmios, C = 20 microfaradios ¥ una bobina de autoinduccién va-

8-5

8-7

riable L se le aplica una tensién V = 10/0° voltios con una pulsacién ignal a 1000 radianes por
segundo. Se ajusta el valor de L hasta que la caida de tensién en la resistencia sea maxima. Hallar
las caidas de tension en cada elemento,

Como Vg = RI, la caida de tensién maxima en la résistencia tendrd lugar en resonancia, esto es, cuando
la intensidad de corriente es mdxima. En estas condiciones, las reactancias han de ser iguales; por consiguiente,

Xc.._ = 1006730 X T0=%) 50 Q X, 50 O
y Z=ZK=5§f0° Ahorabien, I= V/Z = (10/0° J/(8{0°) = 2/0° con lo que
Ve = 2/00(6) = 10/0°, V. = (2/0°)}50/90°) = 100/90° y V., = 100/-96°

Hallar la frecuencia de resonancia, asi como los valores de las frecuencias de media potencia de
un circuito serie RLC en el que R = 100 ohmios, L = 0,5 henrios y C = 40 microfaradios.

Wy = l,f\/R’ = 1,/0,5(40 x 107°) = 224 rad/s, con lo que fo = wy/2n = 35,7 Hz {o c.p.s.b
A la frecuencia inferior de media potencia, w,, la reactancia capacitiva es mayor que la inductiva, la in-
tensidad de corriente es 0,707 de su valor méximo, y como I = V/Z, |Z] serd 1,414 veces su valor para w = @y,
Ahora bien, Z = 100 para w = w,, con lo que |Z} = 141,4 © para w = w,. Por consiguiente, Z = 100 —
AXe — X)) = 141,4/8, de donde cos 8 = R/Z = 100/141,4 = 0,707, § = —45°. Por otro fado,
Xc - XL- =R Q blen Ifulc - 01.[: =R . (1}

Sustituyendo en (/) los valores dados y despejando w, resulla w, = 145rad/syf, = 145/2n = 23,1 Hz {oc.ps.).
A la frecuencia superior de media potencia, w,, la reactancia inductiva es mayor que la capacitiva, |Z] sigue
valiendo 141,4 Q2 y @ = +45°, En estas condiciones,

XL = XC = R o bien mzL - ll’wzc = R (8)

Sustituyendo valores en (2) y despejando w,, resulta w, = 345 rad/s y f3 = 55 Hz (0 ¢.p.s.). Ahora bien, como
wy es la media geométrica de w, y w,,

Demostrar que la pulsacion w, de la frecuencia de resonancia de un circuito serie RLC es la media
geométrica de las frecuencias inferior y superior de media potencia, w i ¥ @,, respectivamente.
Como hemos visto en ¢l Problema 8-5, 1/w,C — w,L = R para @;, ¥ w;L — /w,C = R para w,. Por
tanto, -
l,‘{wlc_- m’L = sz - lfra)zc i (1}
Multiplicando por C y sustituyendo wi = 1/LC en (1) se obtiene '
1wy — wyfog = wgfwg — 1wz o bien Yoy + Vag = (0 + aglud

de donde  wy = Varws.

La tensidn aplicada a un circuito serie con R = 50 ohmios, L = 0,05 henrios y C = 20 microfa-
radios es V = 100/0° voltios a una frecuencia variable. Hallar la tensién méxima en la bobina
al variar la frecuencia. .

El médule de la impedancia en funcién de wes Z = \/R3 + (WL — 1/wC}¥, Por tanto, el médulo de la
intensidad de corriente es 7 = ¥/ /R? + (wl — jwC).

El médulo de la tensidn en L es

Vo = oLl = oLVIVR2 + (oL — 1/uC)2 )

Hallando la derivada dV}/dw en la ecuacion (1), igualdndola a cero ¥ despejandoe el valor de w, se deduce dicho
@ para ¢l que V. es maximo. :

dv,

de

% WLV(R? 4 22 — 2L/C + 1/2C%)~ 12

(R? -+ WBL2 — 2LIC + 1/ 2C2NALY - wLVI{R2 + L2 ~ 2L/C + 1/02C2)~112(2uL2 — 2/3CY
R + &2L2 — 2L/C + 1/.2C2 ’ ®
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Sacando factor comiin LV(R? + w?L? — 2L/C + 1jw*C?)~ 12 en (2), ¢ igualando a cero el numerador resulta la
ecuacion

R2 —2L/C + 2/*C? = 0

= 2 = 1N 2
de donde ©*= Ase—me = WO\ sTEwL e

lw,CR, 0% = L/R2C; sustituyendo en (3)

Ahora bien, como Q; = w,L/R

207
= A _fj__ #
VLC Y 26Q; -1
Sustituyendo los valores dados en la ecuacién (3),
w = ' 2 = 1414 rad/s
2(0,05420 x 10~ — (50 X 20 X 10-8)2

Esdecir, X, = oL = 1414(0,05) = 70,70, Xc = 1/wC = 1/(1414 x 20 x 107%) = 354QyZ = 50 + j(70,7 —
354) = 50 + ;35,4 = 61,2/353° Q. Entonces, I = V/Z = 100/61,2 = 1,635A y

Vimay = 1,635(70,7) = 1155V

La ecuacién (4) indica que para O grande, la tensidn maxima en L ocurre cuando wy = 1/,/LC. Para va-
lores grandes de @ las tensiones maximas en R y { se obtienen para w = wy. Para valores pequeilos de @, V¢
es maxima por debajo de w, y ¥y lo es por eacima. (Véase Problema §-28.) '

El circuito de la Fig. 8-16 representa la conexién en paralelo -
de un condensador y una bobina, siendo R, la resistencia R
6hmica de esta ultima. Hallar la frecuencia de resonancia t
del cireuito. . . - 1/uC
La admitancia total del circuito es JuL
Y, = L 4 ojC
T - oo W
RutjuL Fig. 8-16
RL f wls
= e 4 [ WO —
T2 B (“’ R+ w2L2>
. En resonancia, la parte imaginaria es cero; por tanto,
LA € dedond L Jy - S
r— I gy ¢ donde wy = ——= -
R} + o2L2 ¢ VG L

Si la resistencia de la bobina es pequefia comparada con oL, fa frecuencia de resonancia viene dada por
14/ LC.

Hallar la pulsacidn w, de la frecuencia de resonancia del cir-
cuito de dos ramas en paralelo representado en la Fig. 8-17.
Si se aumenta e] valor de la resistencia de la rama RC, jcudl an
serd el valor maximo para el que puede existir resonancia?

1 R ~ L/C 20 4F f mH
Wy =
vie \ R: - L/C T

62 — 10-%/{20 x 10~9) Fig. 8-17

. 1
T V10X 20X 10-6\’42 ~ 10-3/(20 X 10-9)
= 4540 rad/s
El valor del numerador del subradical es 36 — 50 = —~ 14, Por tanto, dicho subradical tiene una rafz real

si el denominador es negativo, es decir, si R2 < L/C o bien R, < 7,07 Q1. Cuando R tienda a 7,07 Q, la pulsa-
cidn wg tiende a infinito.
Si lo que 'se aumenta es el valor de Ry, la pulsacién @, tiende hacia cero cuando R, se aproxima a 7,07 L.
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8-10 Hailar los valores de L para los que la pulsacién de la fre-
cuencia de resonancia del circuito de la Fig. 8-18 es w = 5000
radianes por segundo. Z 3

La admitancia total es

1 1 ' ~j10
= - + T
2+ JXL 5—j10

Fig. 8-18
(4+X= 125) + ’(125 4+x2> ®

Igualando a cero la parte imaginaria,

10/126 = X /(4+X7) obien X -~125X, +4 = 0 (1)

Las raices de (/) son X = 12,17y X, = 0,33. Sustituyendo estos valores en la expresion X, = wl, se obtienen
las condiciones de resomancia del circuito, L = 2,43 mH y L = 0,066 mH.

811 Hallar el valor de C para el que entra en resonancia el cir-
cuito de la Fig. 8-19 con w = 5000 radianes por segundo. 8

1 1
itm T Es-ix;

- 8 __ B34 _ 6
foo t 69,5+ X2 (695+X2 100

En resonancia, la admitancia compleja es un namero real. Por tanto,
X695 + XE = 6/100  y X% — 167K+ 69,5=0
de donde X, = 8,35 0. Sustituyendo este valor en ¢ = 1/wC y despejando C resulta C = 24 uF.

8,34

¥ =

Fig. 8-19

8-12 Hallar el valor de R, y R; que hacen entrar en resonancia
al circuito de la Fig. 8-20 cualquiera que sea la frecuencia. R, R
. _ R

La pulsacién de la frecuencia de resonancia def ciccuito es

_ 2 mH
1 R i - L/C 80 uF
R T
VIC \ R ~ LIC
en donde w, puede tomar cualquier valor siempre R} = RZ = L/C. Fig. 8-20

Como L/C = {2 x 10780 x 107%) = 25,
B, = R, = V2 = 50

Se deja como ejercicio comprobar este resultado para valores de w comprendidos entre 2500 y 5000 rad/s.

8-13 Demostrar que en un circuito seric RLC el factor dé calidad Qp = woL/R = f,/AB.

A las frecuencias de media potencia la reactancia es igual a la resistencia.
A la frecuencia inferior de media potencia la reactancia capacitiva es mayor que la inductiva, Por tanto,

=R+ VR2 + 4L/C

1/2«f,C — 2¢rf,L = R dedonde f, = T

A la frecuencia superior de media potencia la reactancia inductiva es mayor que la capacitiva. Por tanto,

R+vR2+ 4L/C

2rfyL — 1/27f,C = R de donde £, = — T

Como AB = f; — f,, el anche de banda es 4B = R/2xL. En resumen,

Q = fofAB = 2rfyL/R = wWL/R
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Hallar e! valor del factor de calidad @, de un circuito serie con R = 20 ohmios, L = 0,05 hen-

rios y € = 1 microfaradio utilizando cada una de las siguientes expresiones para Qo: woL/R,
1/w,CR y fo/AB. '

La pulsacién de la frecuencia de resonancia es wy = 1,/LC = 1/,/0,05 x 107% = 4470 rad/s, con lo
que fo = wefln = 712 Hz. Por tanto,

Q. = wol/R = 4470(0,05)/20 = 11,2
o bien Qo = Vjwe,CR = 1/(4470 x 107° x 20) = 11,2
En el Problema 8-13, para la frecuencia inferior de media potencia, 1/2rf,C — 2af,L = R. Sustituyendo,
/(2nf, x 107%) — 2nf1(005)=20 y f; =681 Hz
Para la frecuencia superior de media potencia, 2nfyL — 1/2nf,C = R. Sustituyendo, f, = 745 Hz.
Por consiguiente, AB = (745 — 681} y, entonces,
Qo = fo/AB = T12/(745 — 681) = 11,1

Obtener el lugar geométrico de la intensidad de corriente que circula por el circuito de la Figu-
ra 8-21(a) que tiene una reactancia inductiva variable X,.

El lugar geométrico de ¥ es una semicircunferencia de radio r = 1/2R = 0,1, como indica la Figura 8-21(b).

{b) Plano Y {c) Lugardel
Fig.8-21

En estas condiciones, ¢} lugar geométrico de la intensidad de corriente se obtiene de la expresion I = VY,
en donde ¥ = 50/0° voltios. El lugar geométrico de la intensidad es anélogo al correspondiente de ¥ y tiene
un valor méximo de 10 A cuando X, = 0. [Véase Figura §-21(c).]

Obtener el lugar geométrico de la intensidad de corriente que circula por el circuito de la Figu-
ra 8-22(a) que tiene una resistencia variable R y una reactancia capacitiva fija.

El lugar geométricode Y es una semicircunferencia de radio r = 12X, = 0,1, como indica la Figura 8-22(9).

10

2/

50@36 t

(a} {b) Plano ¥ {r) Lugardel
Fig. 8-22 '

El lugar geométrico de la intensidad de corriente se obtiene de la expresion I = VY, en donde ¥V = 50/0°
voltios. La intensidad tiene un valor mdximo de 10 A para R = 0. [Véase Figura 8-22(e)]
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8-17 Hallar el valor de R, para el que existe resonancia en el circuito de la Fig. 8-23(a). Trazar el lugar
geométrico de Y y explicar los resultados obtenidos.

La admitancia toial es

_ 1 1 Ry 4 e 10
Yr = m ok —— = (_TE 4 4 e ——
T R,+710  4-4b (R§+ wo Ta) "t J'(41 R + 100)
En resonancia, la parte imaginaria de Y debe ser nula, es decir, 5/41 = 10/(R? + 100), de donde R} = —18.

Por tanto, no existe ningin valor de R, que dé lugar a resonancia.

B
- ————— -
t
{
R 4 L
! /l" -
/I -~
o
o -
jlo . S
—ih s e
| bonk - //57/-’——- .
s |
0.06% G
(a) {b) Lugarde Y,

Fig. 8-23

La admitancia de [a rama fija es 1/{4 ~ j5) = 0,0976 + j0,122, El radio de la semicircunferencia corres-
pondiente al lugar geométrico de esta rama variable es r = 1/2X; = 1/20 = 0,05, con lo que su diametro es
0,10. Como la susceptancia capacitiva de la rama fija es 0,122, el lugar geométrico de la rama variable no corta
al eje real y, en consecuencia, no es posible el fenémeno de la resonancia.

818 Trazar el lugar geométrico de la intensidad de corriente que circula por el circuito de la Fig. 8-24(a)
y hallar el valor de R para el que la diferencia de fase entre V ¢ I sea de 45°.

La admitancia de la rama fija es I/R = 0,1 U. El radio de la semicircunferencia del lugar geométrico de
ia rama RC es r = 1/2X; = 1/8 = 0,125. [Véase Figura 8-24(b).]

45°
1= 01¥

() {b) Lugarde¥,, {c) Lugar de 1,
Fig. 8-24
En la Fig. 8-24(c} se observa que la intensidad estd adelantada respecto de la tensién un 4ngulo de 459 en

el punto indicado. Las partes real e imaginaria de Y, deben ser iguales, Como

Yp = 01+—{e—‘5—>+:‘-4—
T " RY+16 R +16)
Ee _ 4

+ = = —5— de donde Ky = 2Q
R%Z + 16 RL + 16

0.1
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En el Problema 6-18 s¢ ha estudiado el circuito de

ia Fig. 8-25. Se obtuvo que &l valor absoluto de R%lla
V,; es constante ¢ igual 8 V3 = 3V, y que ¢l fasor v t

V,p esta retrasado respecto de la tension aplicada V

un 4ngulo 26, siendo 6 = arc g wl/R. Represen- k N
tar graficamente estos resultados. '

A B

[l

, Fig. §-25
En la primera rama, Z = 2R, Y = 1/ZRy la intensidad
de corriente es I, = V/2R. La caida de tensidn en la resis-
tencia es (o) ===
Vy=IR=V]2

IR (W1
A M
Fig. 8-26

(b) »

El diagrama fasorial de la Fig. 8-26 muestra las ten- N
siones ¥, ¥ Vyu, siendo A el punto medio de V.

El lugar geométrico de ia admitancia Y de la segunda rama es una sernicircunferencia. Por tanto, el fugar

geométrico de la intensidad de corriente ¢s, asimismo, una semicircunferencia, como representa la Fig. 8-21a).

En el diagrama fasorial de tensiones aparece la caida de tension en la bobina, ¥y, ¥ la correspondiente en Ry,

V3 La tensién V cs la suma de ambas caidas de tensién. Obsérvese que I, estd retrasada 90° respecto de Vg,

Lugar [, ]
(a} _ (b)

Fig. §-27 Fig.8-28

Las tensiones Vgy ¥ Vyp SOT siempre perpendiculares, cualquiera que sea el valor de L. Al variar L desde
0 hasta oo, el punto & se traslada de M a N por la semicircunferencia def lugar.
_EnlaFig. 8-28 se han superpuesto los dos diagramas fasoriales de las Figs. 8-26(b) y 8-27(b). Se puede apre-
ciar que el radio de la semicircunferencia es V 4g, que vale $V y que permanece constante en médulo. Ademas,
el dngulo ¢ de retraso de V4 respecto de V es igual a 26, en donde 8 = arc 1g wlL/R.

El tugar geométrico de la intensidad de corriente total que circula por un circuito paralelo de
dos ramas se ha representado en la Fig. 8-29. Determinar los elementos de cada rama especificando

qué elemento es variable.

R, R,

Ly Ly

Lugar de Ly

Fig.8-29 : Fig. 8-30
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8-21

&

823

8-

8-25

8-26

8-27

823

En ¢] punto inferior de la semicircunferencia la intensidad de corriente que circula por la rama variable es
nula. Por tanto, en este punio la corriente total circularia enteramente por la rama 1 cuyos elementos son fijos.
Ahora bien, esta corriente estd retrasada respecte de la tensién, con lo que la rama fija debera contener una re-
sistencia R, y una bobina L,. - '

La semicircunferencia del lugar geomeétrico de la intensidad que eircula por Ia rama 2 indica que la corrien-
te estd en fase con la tensién en su valor méximo. En los otres puntos del lugar, I, estd retrasada respecto
de V. Por tanto, la rama 2 contiene upa resistencia R, y una bobina de autoinduccidn variable L,, como se in-
dica en la Figura 8-30. '

Problemas propuestos

La tensién aplicada al circuito serie RLC de la Fig. 8-31 es v = 70,7 sen (500¢ + 30°) voltios y la intensidad de
la corriente que circula vale / = 2,83 sen (500¢ + 30°) amperios. Hallar fos valores de R y de C.
Sol. R=250, C=28uF.

—
i
R
: | £+ w0
v "Df 05 H :
50/0° H c
-T- C
" Fig. 831 ' Fig.3-82

En el circuito de la Fig. 8-32 la impedancia de la fuente es 5 + j3 ohmios y su frecuencia 2000 hertzios. ;Para
qué valor de C la potencia disipada en la resistencia de 10 chmios es maxima?
Sol. C=266uF;, P=111W

El 4ngulo de fase de un circuito serie RLC con [ = 25 milihenrios ¥y C = 75 microfaradios a la pulsacién
& = 2000 radianes por segundo es de 25° en retraso, | A qué pulsacion el Angulo de fase es de 25° en adelanto?
Hallar w,. Sol. w = 267 rad/s; wy = 730 rad/s.

La tensidn aplicada a un circuito serie RLC con L = 0,5 henrios es ¢ = 70,7 sen (500 + 30°) voltios y la inten-
sidad de la corriente que circula vale { = 1,5 sen (5001} amperios. Hallar los valores de R y de C. jCual serd
la pulsacién my de resonancia del circuito? Sol. R=408 Q; C =883 uF; w, = 476 rad/s.

A un circuito serie con R = 10 ohmios, L = 0,2 henrios ¥y € = 40 microfaradios se le aplica una tensién de
frecuencia variable. Calcular las frecuencias £, fy ¥ f; a las que la corriente estd, respecto de la tensién, adelan-
tada y retrasada 30°, en fase, respectivamente. Sol. f; = 54,0Hz; f, = 56,3 Hz; f, = 58,6 Hz (0 ¢c.p.s.).

El 4ngulo de fase de un circuito serie RLC con R = 25 chmios y L = 0,6 henrios a una frecuencia de 40 hertzios
es de 60° en adelanto. Hallar la frecuencia de resonancia del circuito. Sol. fo =454 Hz (o c.ps.).

En el circuito serie de fa Fig. 8-33 se varia la frecuencia hasta que
la tensién en el condensador sea méxima. Si la tensidn eficaz aplica-
da es de 100 voltios, calcular la tensién maxima en el condensador
y la pulsacién a la que tiene lugar. wa
Sol. Vo= 1158 V; @ = 707 rad/s. :

El factor de calidad del circuito serie del Problema 8-27 es, como 100/0° ~> : 005 H
se ha visto, O, = wyL/R = 1. Tomando el valor R = 10 chmios, w variable

con lo que Qo = 5, hallar la pulsacion & la cual la teasién en el

candensador es méxima, Repetir el problema para R = 5 ohmios.

Sol. o = Y90; 99¥ rad/s. Nota. Para Qo 2 10 se puede suponer
que las tensiones médximas en R, L y C ocurren todas a la
frecuencia de resonancia f; o pulsacidn w,.

20 uF

Fig. 8-38
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Para poner de manifiesto ¢l efecto del factor de calidad { sobre el médule de la intensidad de corriente a fre-
cuencias proximas a la de resonancia trazar las graficas de variacion de Y con respecto a o para los siguienies
circuttos: Circuito t: & = 5 chmios, L = 0,05 henrios ¥y C = 20 microfaradios. Circuito 2: B = 10 ohmios,
L = 0,05 henrios y € = 20 microfaradios.

En el circuito paralelo de la Fig. 8-34, L = 0,2 henrios y C = 30 microfaradios. Hallar la pulsacién de reso-
nancia si R; = 0 y compararla con a que resulta para R = 50 ohmios. Sol. wg = 408; wy = 323 rad/s.

R T J- R, 10
2 uF
L | mH T paty T -jb

Fig.8-34 Fig. 8-35 Fig.8-36

Li

Hallar la frecuencia de resonancia f; del circuito paralelo de la Figura 8-35.
Sol. f, = 159 Hz (o c.p.s.).

En el Problema 8-11. ;para qué valor de una resistencia que se colocara en serie con el condensader resultaric
una frecuencia de rzsonancia de 300 hertzios? Sol. R.=6 .

Hallar el valor de R, para el que el circuito paralelo de la Fig. 8-36 entra en resonancia.
Sof, Ry = 12250

;Para qué valor de X, entra en resonancia el circuito paralelo de la Fig. 8-377 Trazar el lugar geométrico de Y
y explicar el resultado.

10 2.94
& R

iXL _I_ —j16 11,7 ...I.. —j125

Fig. 8-37 Fig.8-38

Haltar el valor de R, para el que el circuito paralelo de la Fig. 838 entra en resonancia. Trazar el lugar
geométrico de Y y explicar el resultado. Sal. Re = 0.

El circuito paralelo de la Fig. 8-39 entra en resonancia para X = 9,68 chmios y X¢ = 1,65 ohmios. Determinar
el fasor intensidad de corriente total para cada valor de la reactancia capacitiva.
Sol. 1,83/0° A; 3,61/0" A,

i !
T 5 4 10 R
ey C
3 T "jX{.' 7o T_J2
Fig. 8-39 Fig. 8-40

oA qué valor de R entra en resonancia el circuito paralelo de la Figura 8-40? Sol. R, =640
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La tensién aplicada a un circuito serie formado por una reactancia inductiva fija X, = 5 ohmios y una resisten-
cia variable R es ¥V = 50/0° voltios. Trazar los lupares geométricos de fa admitancia y de la intensidad de co-
rriente.

A un circuito serie formado por una resistencia fija R = 5 ohmios y una capacidad variabie C se le aplica la 1en-
sién ¥V = 50/0° voltios. Trazar los lugares geométricos de la admitancia y de la intensidad de corriente.

En ¢l circuito paralelo de Ja Fig. 8-41 la autoinduccidn-de ia bobina puede variar sin limites. Trazar el lugar peo-
métrico de la admitancia y demostrar que no es posible la resonancia.

b
= = . IT o
10 25 39 S R z6
T 1 100/0° C.-...) t 3
. _ 06 mH B " 476,25
iX, == - 10 om  C ’ == -8
Fig. 8-41 Fig.8-42 Fig. 8-43

Ei circuito de la Fig. 8-42 entra en resonancia para dos valores de la capacidad del condensador C a Ja pulsa-
¢ién w = 5000 radianes por segundo, Galcular ambos valores de C'y trazar ¢l Jugar geométrico de la admitancia.
Sol. 20,6 uF; 121 jF.

En el circuito paralelo de la Fig. 8-43 la intensidad de corriente Iy estd retrasada respecto de la tension aplicada
un éngulo de 53,1°cvando R = 0. Si R = o {circuito abierto), Iy adelanta ¢] mismo angulo respecto de la ten-
sién. Trazar e} lugar geométrico de la admitancia y explicar ¢} resuttado, ;A qué valor de R entraria en reso-
nancia el circuite? Sofl. R=462540.

Hallar ¢l valor de R para que entre en resonancia el circuito paralelo de la Fig. 8-44 y trazar el lugar geo-
métrico de la admitancia explicando el resultado.

En el Problema 8-43, ; qué cambio en la reactancia inductiva hace posibie la entrada en resonancia para algan
valor de la resistencia variable R? Sel. X. 58240

Hallar el valor de R para el que entra en resonancia el circuito paralelo de la Fig. 8-45 y trazar el diagrama
de su lugar geométrico. Saol. R=5341.

an

J10 T_,',r, : 4 T—js L Tzu F

Fig. 8-44 _ Fig. 8-45 Fig. 8-46

o

B
n
[
o

En el circuito paralelo del Problema 8-11 se conseguia la resonancia variando la capacidad de C. Mediante €l
diagrama def lugar geométrico de la admitancia explicar por qué se obtuvo un solo vaior de C en tugar de dos
para la resonancia.

El circuito paralelo de la Fig. 8-46 se consigue entre en resonancia variando el valor la autoinduceion L de la
bobina. Construir el diagrama del lugar geométrico de la admitancia y determinar los vatores de L para la re-
sonancia si w = 5000 radianes por segundo. Sel. L = 243; 0,066 mH.

En el diagrama del lugar geométrico de fa admitancia del Problema 8-47 hallar el valor de L para el cual la
intensidad de corriente total es minima, {Cual serd el médulo de esta intensidad si el valor eficaz de la tensidn
aplicada es 100 voltios? Sol. L =295 mH; I = 51 A
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En el Problema 8-47 aplicar una tensién V = 150/75° voltios
y obtener I; para cada valor de L que origine {a entrada en 1

resonancia del circuito. 2000 0 > uE
= (-1 o v

Sol. Ir = 7,98/75°; 78,9/15° A, v t A Alt B

En el circuito de fase variable de la Fig. 8-47 la fase de lu 20004 R,

tensidn V5 puede variar desde 10 hasta 170 en retrasc. A la

frecuencia de 60 hertzios, ;cudl serd el margen de variacion

de R; que produce la citada variacién de fase?

Sol. 464 a 6080 Q. : - Fig.8.47

En cada una de las Figs. 8-48(a), (b) y (¢) s¢ encuentran los diagramas de los lugares geométricos de las inten-
sidades de corriente total de tres circuitos que contienen un elemento variable cada uno. Obtener el circuito a

que corresponde cada uno de ellos,

Lugar de I, \ -
! A4

Lugar de I

Lugar de 1

1 L
(a) ty (b) \- )

Fig. 8-48

Sol. (2) Un circuito paralelo de dos ramas. Ruma 1@ R y X¢ fijas; rama 2: R fija y X, variable.
(6}  Uncircuito paralelo de tres ramas. Rama 11 Ry X, fijas; rama 2: X, fija; rama 3; R fija y X variable.
(¢} Un circuito paralelo de dos ramas. Rama i: R y X, fijas; rama 2: X, fija vy R variable.

Determinar el circuito correspondiente al lugar geométrico J m—te ¥ = 2B0/30°
de iniensidad de corriente representado en la Fig. 8-49 sa- ’
biende que @ = 2000 radianes por segundo, ) < Lugar de L, \
Sol. Rama !: R= 707 Q; L =354 mH, % :
Rama 2: R=707Q, C= vanable.. Fig. 843

En la Fig. 8-50 se encuentra ¢l diagrama del lugar geométrico de la intensidad de corriente que circula por un
circuite paralelo de dos ramas. ;Qué cambio en la rama RE. hace que ¢l punto 4 se encuentre sobre el fasor
tensidn? Sol. X, = 578Q.

{5/ Lugar de §;
~ .
&
N
' V = 150/-25°
LA ]
8(_:!23

Fig.8-58 Fig. 8-51

8-54 Enia Fig. 8-51 se encuentra el diagrama del lugar geométrico de la intensidad de corriente que circula por un

circuito paralelo de tres ramas. Determinar todas las constantes del circuito sabiendo que w = 5000 radianes

por segundo.
Sel. Rama 1: R =805 L = 0423 mH. Rama 2: R = 4,16 Q: C = 27,7 uF. Rama 3: L = 2.74 mH y

R variable,
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